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Рассматривается задача определения оптимальных изменений пропускной способности
маршрутов транспортной сети. Обследуемая транспортная сеть представлена графом с од-
ной парой исток—сток и n альтернативными (непересекающимися) маршрутами. Зада-
ча поиска оптимальной стратегии изменения пропускной способности транспортной сети
формулируется в виде задачи двухуровневой оптимизации. Верхним уровнем моделирует-
ся процесс принятия решения администрацией города, обладающей технической возмож-
ностью воздействовать на пропускную способность улично-дорожной сети (ремонт, мо-
дернизация, строительство новых участков и т. п.). Предполагается, что администрация
будет минимизировать общее время движения транспортных потоков по сети. Нижним
уровнем моделируется поведение участников движения, реагирующих на изменения до-
рожной инфраструктуры. Считается, что каждый водитель стремится минимизировать
свое личное время движения из района отправления в район прибытия. Для исследуемой
сети оптимальное решение найдено в явном виде. Разработан методологический инстру-
мент поддержки принятия решений в области планирования инфраструктурных измене-
ний улично-дорожной сети города. Библиогр. 8 назв. Ил. 1.
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The problem of allocating the capacity of a road network is considered. The network is presented
by a digraph with one source—sink pair and n alternative (not intersecting) routes. To arrive at
the optimal strategy for a road network’s capacity allocation, a bi-level optimization program
is formulated. The upper level is a modeling decision made by the city administration entrusted
with making constructive changes to the road network. The administration seeks to minimize
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the overall travel time on the network. The lower level is modeling the behavior of network’s
users, who react to any constructive changes. Each driver tends to minimize his/her own travel
time from origin to destination. The optimal solution is obtained explicitly for the studied
network. A methodological tool for decision-making support in road network sphere is then
developed. Refs 8. Fig. 1.
Keywords: bi-level optimization, constrained nonlinear optimization, user equilibrium of
Wardrop, network design problem, capacity allocation.
1. Введение. Методология решения задач управления транспортными потока-
ми и построения оптимальной транспортной инфраструктуры разработана довольно
хорошо. В настоящее время существует класс задач, связанных с разработкой ком-
плексных схем организации дорожного движения [1], который носит общее название
UTNDP (urban transportation network design problem) — задачи построения городской
транспортной сети [2]. UTNDP — это задачи, которые имеют дело со всей иерар-
хией принятия решений в области транспортного планирования и включают страте-
гические, тактические и операционные решения. Стратегические решения — долго-
срочные решения, обусловленные инфраструктурой транспортных сетей, куда входят
транзитные и внутренние сети; тактические — с эффективным использованием ресур-
сов существующих городских транспортных сетей; операционные — краткосрочные
решения, связанные с управлением транспортными потоками, нахождением матриц
корреспонденций (информация об основных пунктах отправления и пунктах прибы-
тия транспорта) или составлением расписаний.
С математической точки зрения, задача оптимального управления пропускной
способностью транспортной сети представляет собой задачу двухуровневой оптими-
зации. Верхним уровнем моделируется процесс принятия решения администрацией
города, обладающей технической возможностью воздействовать на пропускную спо-
собность улично-дорожной сети (ремонт, модернизация, строительство новых участ-
ков и т. п.). Предполагается, что администрация будет минимизировать общее время
движения транспортных потоков по сети. Нижним уровнем моделируется поведение
участников движения, реагирующих на изменения дорожной инфраструктуры. Пола-
гается, что каждый водитель стремится минимизировать свое личное время движения
из района отправления в район прибытия. В результате на нижнем уровне возникает
конфликтная ситуация. При этом целевой функционал верхнего уровня соответствует
второму принципу Вардропа, а целевой функционал нижнего — первому [3].
Принципы Вардропа были сформулированы в 1952 г. и заключались в том, что
любая транспортная система по прошествии некоторого времени приходит в рав-
новесное состояние. Согласно первому принципу, «время передвижения по всем ис-
пользуемым маршрутам одинаково для всех участников движения и меньше време-
ни, которое потратит любой участник движения, изменив свой маршрут», а соглас-
но второму, «среднее время передвижения является минимальным». Таким образом,
применяя второй принцип Вардропа, администрация действительно может добиться
поставленной цели, в то время как конкурентная маршрутизация нижнего уровня
хорошо описывается первым принципом. Впервые математическую формулировку
этих принципов предложил Бекманн [4]. Впоследствии данная математическая мо-
дель стала классической [5] и сейчас является одним из ключевых методологических
инструментов в теории транспортных потоков [6, 7].
Настоящая работа ориентирована на развитие методологических инструмен-
тов, позволяющих поддерживать процессы принятия решений в области управления
улично-дорожной сетью крупных городов. Отметим, что задачи двухуровневой опти-
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мизации крайне сложны, с точки зрения выявления направления поиска оптималь-
ного решения. Связано это прежде всего с тем, что реакция нижнего уровня на из-
менения параметров верхнего уровня представляет собой отображение, относительно
которого в общем случае нельзя гарантировать даже непрерывность. Более того, за-
частую такие отображения не являются инъективными. В настоящей работе будет
изучена модель достаточно простой и наглядной линейной сети из параллельных
маршрутов (не имеющих общих дуг). Вид сети позволит получить решение задачи
в явном виде, что, в свою очередь, даcт возможность сделать конкретные методоло-
гические выводы о том, каким образом следует подходить к вопросам модернизации
улично-дорожных сетей городов, страдающих от транспортных заторов.
Статья построена следующим образом. Общей постановке математической за-
дачи оптимального управления пропускной способностью транспортной сети посвя-
щен п. 2. В п. 3 исследована линейная сеть из параллельных маршрутов, выявле-
ны оптимальные стратегии изменения пропускной способности транспортной сети,
приводящие к минимизации общего времени движения транспортных потоков, при
условии, что каждый участник движения стремится минимизировать свое личное
время движения. В п. 4 приведены методологические рекомендации по управлению
улично-дорожной сетью городов, основанные на полученных теоретических резуль-
татах. В п. 5 даны основные выводы по работе.
2. Транспортная сеть произвольной топологии. Будем считать, что транс-
портная сеть представлена ориентированным связным графом G = (N,A). Вве-
дем обозначения: N — множество последовательно пронумерованных узлов графа
G; A — множество последовательно пронумерованных дуг графа G; W — множе-
ство пар узлов графа G (районов отправления—прибытия), w ∈ W ; Kw — множе-
ство маршрутов между парой w ∈ W ; xa — транспортный поток по дуге a ∈ A,
x = (. . . , xa, . . .); ca — пропускная способность дуги a ∈ A, c = (. . . , ca, . . .);
fwk — транспортный поток по маршруту k ∈ Kw; Fw — совокупный транспорт-
ный спрос между парой w ∈ W ; ta(xa, ca) — время передвижения (задержка)
по дуге a ∈ A с пропускной способностью ca потока xa; δwa,k — индикатор: δwa,k ={
1, если дуга a ∈ A «входит» в маршрут k ∈ Kw,
0, в противном случае.
В таком случае задача оптимального управления пропускной способностью
транспортной сети, представленной в виде графа G, может быть сформулирована
как следующая двухуровневая задача условной оптимизации:
T (x∗, c∗) = min
c
∑
a∈A
ta(xa, ca)xa (1)
при ограничениях ∑
a∈A
(ca − ca)  C, (2)
ca  ca ∀a ∈ A, (3)
и условии, что транспортные потоки распределяются согласно первому принципу
Вардропа:
x∗ = arg min
x
∑
a∈A
xa∫
0
ta(u, ca)du (4)
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при ∑
k∈Kw
fwk = F
w ∀w ∈ W, (5)
fwk  0 ∀k ∈ Kw, w ∈ W, (6)
и условии
xa =
∑
w∈W
∑
k∈Kw
fwk δ
w
a,k ∀a ∈ A. (7)
Рассмотрим оптимизационную задачу верхнего уровня. Согласно ограничению
(3), пропускная способность каждого маршрута может быть увеличена при условии,
что изначальная пропускная способность равна ci, i = 1, n. Ограничение (2) гово-
рит о том, что администрация может увеличить совокупную пропускную способность
улично-дорожной сети на величину C. Такое ограничение может быть связано, напри-
мер, с объемом инвестиций, которые администрация готова вложить в реконструкцию
транспортной сети. Целевой функционал (1) минимизирует общее время движения
потоков по улично-дорожной сети. При этом администрация может управлять толь-
ко пропускными способностями дорог, а значит минимизация на верхнем уровне воз-
можна только по c. Реакция участников движения на инфраструктурные изменения
описывается оптимизационной задачей (4)–(7). Математически (4)–(7) представляет
собой некое отображение Φ : c → x. Доказано, что решением задачи (4)–(7) является
x∗, удовлетворяющий первому принципу Вардропа [4, 5].
К сожалению, в общем случае нет никакой возможности функционально выра-
зить x через c и подставить полученное выражение в (1). Более того, в п. 1 было
отмечено, что относительно отображения Φ, в принципе, нельзя сказать ничего кон-
кретного. Таким образом, качественный анализ поведения целевой функции верхнего
уровня (1) в зависимости от изменения вектора c в общем случае провести невозмож-
но из-за отсутствия возможности изучить свойства отображения Φ. Другими слова-
ми, нельзя получить качественную оценку того, как конкретно будет реагировать x
на изменения c. Однако в частном случае такой анализ осуществить можно. Речь идет
о сети из параллельных маршрутов с линейными функциями задержки. Рассмотрим
этот класс сетей более подробно.
3. Транспортная сеть из параллельных маршрутов. Опишем сеть, пред-
ставленную ориентированным графом, состоящим из двух узлов (исток, сток) и n
непересекающихся дуг (маршрутов). Будем называть ее сетью из параллельных
маршрутов. Совокупный поток между истоком и стоком будем обозначать через F ,
а распределение F по дугам — fi  0, i = 1, n:
∑n
i=1 fi = F , f = (f1, . . . , fn). Время
перемещения потока из истока в сток по дуге будем описывать линейной функцией
ti(fi, ci) = t0i
(
1 + fici
)
, где t0i — время свободного движения по маршруту i, ci — про-
пускная способность i-го маршрута, i = 1, n, c = (c1, . . . , cn).
Задача поиска оптимальной стратегии управления пропускной способностью
транспортной сети (1)–(7) для сети из параллельных маршрутов примет вид
T (f∗, c∗) = min
c
n∑
i=1
ti(fi, ci)fi (8)
при ограничениях
n∑
i=1
(ci − ci)  C, (9)
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ci  ci ∀i = 1, n, (10)
и условии, что транспортные потоки распределяются согласно первому принципу
Вардропа:
f∗ = arg min
f
n∑
i=1
fi∫
0
ti(u, ci)du (11)
при
n∑
i=1
fi = F, (12)
fi  0 ∀i = 1, n, (13)
где ci — изначальная пропускная способность маршрута i, i = 1, n, а C — совокупная
пропускная способность сети, которой можно добиться.
Справедлива следующая теорема.
Теорема. Рассмотрим загруженную линейную сеть из параллельных маршру-
тов, для которой выполняется
F 
n∑
i=1
(ci + C)
(
maxj=1,n t
0
j
t0i
− 1
)
. (14)
Пусть I0 и I — подмножества индексов маршрутов, такие что I0∩I = ∅ и I0∪I =
{1, . . . , n}, для которых выполняется
t0i1 = t
0
i2 ∀ i1, i2 ∈ I0,
t0i1 < t
0
i2
∀ i1 ∈ I0, i2 ∈ I.
Решением двухуровневой оптимизационной задачи поиска оптимальных изменений
пропускных способностей используемых параллельных маршрутов (8)–(13) является
такая пара векторов (f∗, c∗), что
c∗i
{
> ci, если i ∈ I0,
= ci, если i ∈ I,
и ∑
i∈I0
(c∗i − ci) = C, (15)
а вектор f∗ получается из (11)–(13) при подстановке c∗.
Док а з а т е л ь с т в о. В работе [8] показано, что выполнение условия (14) при
моделировании времени перемещения потока по дуге линейной BPR-функцией
ti(fi, ci) = t0i
(
1 + fici
)
гарантирует следующее распределение потока F по маршру-
там:
f∗i =
ci
t0i
F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
− ci, i = 1, n. (16)
Содержательно, условие (14) гарантирует то, что все маршруты линейной сети из па-
раллельных маршрутов используются (нет неиспользуемых маршрутов с нулевым по-
током). Другими словами, сеть является загруженной. Более того, согласно (14), сеть
будет оставаться загруженной, даже если пропускную способность каждого маршру-
та увеличить на величину C.
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При линейной BPR-функции задержки задача (8) примет вид
T (f, c) =
n∑
i=1
t0i
(
1 +
fi
ci
)
fi. (17)
Подставим (16) в (17):
T (f, c) = T (f(c), c) =
n∑
i=1
F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
·
[
ci
t0i
F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
− ci
]
или
T (f(c), c) =
F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
·
n∑
i=1
[
ci
t0i
F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
− ci
]
,
что после раскрытия скобок приводит к выражению
T (f(c), c) =
F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
·
n∑
i=1
ci
t0i
· F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
− F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
·
n∑
i=1
ci
и сокращению дроби в первом слагаемом:
T (f(c), c) =
F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
·
[
F +
n∑
s=1
cs
]
− F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
·
n∑
i=1
ci
или
T (f(c), c) =
[F +
∑n
s=1 cs]
2∑n
s=1
cs
t0s
− F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
·
n∑
i=1
ci.
Теперь, если раскрыть полный квадрат в числителе первого слагаемого и перемно-
жить сомножители второго слагаемого, то
T (f(c), c) =
F 2 + 2 · F ·∑ns=1 cs + [∑ns=1 cs]2∑n
s=1
cs
t0s
− F ·
∑n
i=1 ci + [
∑n
s=1 cs]
2∑n
s=1
cs
t0s
,
что окончательно приводит к
T (f(c), c) =
F 2 + F ·∑ns=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
,
или в более компактной форме:
T (f(c), c) = F · F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
.
Таким образом, приходим к следующей задаче условной оптимизации:
T (f(c∗), c∗) = min
c
F · F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
(18)
при ограничениях
n∑
i=1
(ci − ci)  C, (19)
ci  ci ∀i = 1, n. (20)
Выпишем лагранжиан задачи (18)–(20):
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L = F · F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
+ ω
[
n∑
i=1
(ci − ci)− C
]
+
n∑
i=1
ηi(ci − ci),
где ω  0 и ηi  0, i = 1, n, — множители Лагранжа. Продифференцируем лагран-
жиан по ci:
∂L
∂ci
= F · ∂
∂ci
(
F +
∑n
s=1 cs∑n
s=1
cs
t0s
)
+ ω − ηi,
и приравняем полученное выражение к нулю:
F ·
∑n
s=1
cs
t0s
− [F +∑ns=1 cs] · 1t0i[∑n
s=1
cs
t0s
]2 + ω − ηi = 0.
Согласно условию дополняющей нежесткости, для условий в виде неравенств (20)
имеет место ci · ηi = 0 для всех i = 1, n. Таким образом, если ηi > 0, то ci = ci. Если
ci > ci, то ηi = 0. Приходим к системе условий
F ·
[F +
∑n
s=1 cs] · 1t0i −
∑n
s=1
cs
t0s[∑n
s=1
cs
t0s
]2 { = ω при ci > ci, ω при ci = ci, ∀i = 1, n. (21)
В то же время для (19) также должно выполняться условие дополняющей нежест-
кости ω · [∑ni=1(ci − ci)− C] = 0. Таким образом, получаем два варианта. Пусть∑n
i=1(ci − ci) < C и в таком случае ω = 0, что приводит (21) к виду
F ·
[F +
∑n
s=1 cs] · 1t0i −
∑n
s=1
cs
t0s[∑n
s=1
cs
t0s
]2 { = 0 при ci > ci, 0 при ci = ci, ∀i = 1, n. (22)
Предположим, что существуют индексы i, для которых ci > ci. Без умаления общно-
сти будем считать, что это r первых индексов среди {1, . . . , n}. В таком случае имеем
ci > ci для i = 1, r, что в силу условия (22) приводит к системе⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[F + c1 + . . . + cr] · 1t01 =
c1
t01
+ . . . + crt0r ,
...
[F + c1 + . . . + cr] · 1t0r =
c1
t01
+ . . . + crt0r ,
которая может быть совместной только при t01 = . . . = t0r. Однако, если t01 = . . . = t0r,
то F должно равняться нулю. Таким образом, в рамках заданных условий задачи
оптимальное решение c∗ необходимо искать на границе, задаваемой условием (19),
т. е.
∑n
i=1(c
∗
i − ci) = C, а значит ω∗ > 0.
Имея в виду, что ω > 0, рассмотрим (21). Предположим, что существуют индексы
i, для которых ci > ci. Без умаления общности будем считать, что это r первых
индексов среди {1, . . . , n}. В таком случае ci > ci для i = 1, r, что в силу условия (22)
приводит к системе⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
[F + c1 + . . . + cr] · 1t01 =
ω
F ·
[
c1
t01
+ . . . + crt0r
]2
+
[
c1
t01
+ . . . + crt0r
]
,
...
[F + c1 + . . . + cr] · 1t0r =
ω
F ·
[
c1
t01
+ . . . + crt0r
]2
+
[
c1
t01
+ . . . + crt0r
]
,
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которая может быть совместной только при t01 = . . . = t0r. Если t01 = . . . = t0r, то полу-
чаем
F =
ω
t01 · F
· [c1 + . . . + cr]2 ,
при этом
∑r
i=1 ci = C +
∑r
i=1 ci, а значит,
ω = t01
(
F
C +
∑r
i=1 ci
)2
.
При этом, согласно (21), маршруты i = 1, r, для которых выполняется ci > ci,
обладают тем свойством, что t0i < t0j , где j = r + 1, n. В самом деле, для любого
маршрута j = r + 1, n, согласно (21), имеем
F ·
[F +
∑n
s=1 cs] · 1t0i −
∑n
s=1
cs
t0s[∑n
s=1
cs
t0s
]2 = ω > F · [F +
∑n
s=1 cs] · 1t0j −
∑n
s=1
cs
t0s[∑n
s=1
cs
t0s
]2 ,
что выполняется только при t0i < t0j . 
Следствие. Если |I0| = 1, то решение двухуровневой оптимизационной задачи
(8)–(13) единственно. Если |I0| > 1, то существует бесконечно много вариантов
изменения пропускной способности маршрутов c∗, которым соответствует один
и тот же вектор f∗. При этом любая пара таких (f∗, c∗) доставляет минимум
функции (8) при ограничениях (9), (10).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (16), оптимальному вектору c∗ соответствуют
следующие ненулевые потоки:
f∗i =
c∗i
t0i
F +
∑n
s=1 c
∗
s∑n
s=1
c∗s
t0s
− c∗i , i = 1, n. (23)
При этом в соответствии с теоремой (23) примет вид
f∗i =
c∗i
t0i
F +
∑
s∈{1,...,n}\I0 c
∗
s +
∑
s∈I0 c
∗
s∑
s∈{1,...,n}\I0
c∗s
t0s
+
∑
s∈I0
c∗s
t0s
− c∗i ,
что, согласно (15), приводит к
f∗i =
c∗i
t0i
F +
∑
s∈{1,...,n}\I0 c
∗
s + C +
∑
s∈I0 cs∑
s∈{1,...,n}\I0
c∗s
t0s
+
C+
∑
s∈I0 cs
t0j
− c∗i ,
где j ∈ I0. Таким образом, видно, что изменение значений c∗i из множества i ∈ I0 при
выполнении (15) не ведeт к изменению распределения потока f∗. 
4. Подготовка управленческих решений в области изменения пропуск-
ной способности транспортной сети. Содержательно доказанная в п. 3 теоре-
ма говорит о том, что при планировании ремонтных работ по увеличению пропуск-
ных способностей параллельных маршрутов между парами районов отправления—
прибытия администрация в первую очередь должна ориентироваться на увеличение
пропускной способности кратчайших маршрутов. Именно это ведет к минимизации
общего времени движения потоков по транспортной сети. Строительство объездных
дорог или сквозных коридоров имеет смысл, только когда уже нет возможностей
увеличить пропускную способность существующих улиц или если они создают до-
полнительные короткие маршруты (по длине или по времени). Подтверждение этим
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теоретическим выводам можно наблюдать на примере Западного Скоростного Диа-
метра (ЗСД), запущенного в эксплуатацию в Санкт-Петербурге. ЗСД есть наглядный
пример эффективного, с точки зрения предложенной теории, управления пропуск-
ной способностью улично-дорожной сети, так как создает дополнительный короткий
маршрут между районами отправления—прибытия «Север—Юг».
В логике полученных в данной работе результатов наиболее эффективным
способом увеличения пропускной способности улично-дорожной сети является уве-
личение пропускной способности наиболее коротких маршрутов между районами
отправления—прибытия. В таком случае одним из наиболее реальных в условиях
ограниченных инфраструктурных мощностей города способов увеличения пропуск-
ной способности будет запрет парковать автотранспортные средства на протяжении
всего кратчайшего пути следования. Другими словами, необходимо выделить крат-
чайшие маршруты следования на улично-дорожной сети между ключевыми района-
ми отправления—прибытия и запретить парковаться вдоль всего маршрута, а не от-
дельных улиц. На рисунке представлена иллюстрация данного подхода на примере
улично-дорожной сети Санкт-Петербурга. Выделены 7 экспериментальных пар райо-
нов отправления—прибытия (с периферий города — в центр): (1, 8), (2, 8), (3, 8), (4,
8), (5, 8), (6, 8), (7, 8). Кратчайшие маршруты между парами районов отправления—
прибытия выделены жирным. С точки зрения полученных теоретических результатов
следует в первую очередь сосредоточиться на увеличении пропускной способности
именно этих маршрутов.
Улично-дорожная сеть Санкт-Петербурга
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5. Заключение. В данной работе была рассмотрена задача нахождения опти-
мальной стратегии управления топологией транспортной сети в виде задачи двух-
уровневой оптимизации. Верхний уровень моделировал процесс принятия решения
администрацией при планировании изменений улично-дорожной сети. Предполага-
лось, что администрация стремится минимизировать общее время движения транс-
портных потоков. Целевая функция была основана на втором принципе Вардропа.
Нижний уровень моделировал процесс распределения транспортных потоков в за-
висимости от инфраструктурных изменений, проводимых администрацией. Счита-
лось, что каждый участник движения стремится минимизировать свое личное время
движения в условиях конкурентной маршрутизации транспортных потоков. Соот-
ветствующая задача условной оптимизации базировалась на первом принципе Вар-
дропа. Получено ее решение для сети из параллельных маршрутов при линейной
BPR-функции задержки и равновесном по Вардропу распределении транспортных
потоков города в явном виде. На основе этих теоретических результатов можно раз-
работать методологические инструменты принятия решений в области управления
улично-дорожной сетью крупных городов. Их можно учесть при решении инфра-
структурных проблем транспортных сетей большой размерности.
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